Grundlagenskript Mathematik der FOS/BOS Krumbach

Mathematische Grundlagen vor dem Eintritt in die 11. Klasse FOS / 12. Klasse BOS

Liebe Schulerinnen und Schdler,

vor dem Eintritt in die 11. Klasse FOS / 12. Klasse BOS stellt sich vor allem im Fach Ma-
thematik oft die Frage, was als Voraussetzung fur einen guten Start in den ersten Schul-
wochen an Vorkenntnissen mitzubringen ist. Vieles, was Sie in lhrer Schulzeit bisher ge-
lernt haben, werden Sie auch an unserer Schule wieder bendtigen, um die Herausforde-
rungen des Faches zu bewaltigen. Da aber der friher einmal beherrschte Unterrichtsinhalt
ohne standiges Wiederholen sehr leicht vergessen wird, soll lhnen dieses Grundlagen-
skript dabei helfen, mdglicherweise in Vergessenheit geratene Grundlagen wieder aufzu-
frischen. AulRerdem ist sowohl ein Prufungsteil der Fachabiturprifung als auch der Abitur-
prufung ohne Hilfsmittel, d.h. ohne Taschenrechner und Merkhilfe, zu bearbeiten. Deswe-
gen sollten v.a. die grundlegenden Rechenfertigkeiten problemlos beherrscht werden.

Dieses Grundlagenskript ist in 7 Themenbereiche eingeteilt, die sich jeweils wie folgt un-
tergliedern:

1. Kurze Zusammenfassung der entsprechenden Inhalte und Regeln.

2. Verdeutlichung durch bereits geléste Musteraufgaben.

3. Zuséatzliche Ubungsaufgaben mit Lésungen am Ende eines Themengebietes, um das
Wiederholte nochmals selbststandig anzuwenden.

Sie sollten sich vor Beginn des Schuljahres zum Durcharbeiten dieses Grundlagenskripts
ausreichend Zeit nehmen und lhre Kopfrechenfertigkeit testen, indem Sie fur die Bearbei-
tung aller Aufgaben keinen Taschenrechner benutzen. Dadurch wird lhnen der Start in das
neue Schuljahr sicherlich erleichtert.



1. Bruchrechnen

1.1 Addition und Subtraktion gleichnamiger Briiche

Definition: Briche hei3en gleichnamig, wenn sie denselben Nenner haben.

Rechenregel: Gleichnamige Briche werden addiert (bzw. subtrahiert), indem man die Zahler
addiert (bzw. subtrahiert) und den Nenner beibehalt.

N 3,7 _347_10
Beispiel: 2 + i =2

Der unechte Bruch % I&sst sich auch als gemischte Zahl 2% oder 2% schreiben. Dies ist mathema-
tisch zwar korrekt und Sie sind es aus der Mittelstufe so gewohnt. Dies fihrt aber immer wieder zu
Missverstandnissen und Rechenfehlern, da man falschlicherweise 2% =2 +% als 2 % = 1 interpre-
tieren konnte. Daher sollten Sie klinftig auf die Angabe von gemischten Zahlen verzichten.

Ergebnisse miissen vollstindig gekiirzt werden:

w0 _sZ

i
4 27 2

Ubungsaufgaben: Berechnen und kiirzen Sie Ihr Ergebnis vollstandig.

1.2 Addition und Subtraktion ungleichnamiger Briiche

Rechenregel: Ungleichnamige Briiche missen zunachst durch Erweitern auf einen gemeinsa-
men Nenner (Hauptnenner) gebracht werden. AnschlieRend addiert bzw. subtra-
hiert man die Briche nach den oben stehenden Rechenregein.

o 1 1 1 2 1 . . 1. 2 .
Beispiel: - = ——=—-—=-= (Hierbei wurde — mit 2 auf - erweitert!)
4 8 8 8 4 8

Ubungsaufgaben: Berechnen und kiirzen Sie Ihr Ergebnis vollstandig.
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1.3 Multiplikation eines Bruches mit einer Zahl

Rechenregel: Ein Bruch wird mit einer Zahl multipliziert, indem der Zahler mit der Zahl multipli-
ziert wird. (Der Nenner bleibt dabei unverandert.)

3 6
Beispiel: 2 —=—=—

Ubungsaufgaben: Berechnen und kiirzen Sie |hr Ergebnis vollstandig.

7
6) 5.4._
4
7) 3.3_

1.4 Multiplikation zweier Briiche

Rechenregel: Zwei Briiche werden multipliziert, indem die Zahler miteinander multipliziert und
die Nenner miteinander multipliziert werden.

L. 1 2
Beispiel: -t =—=—
3 5 :

Ubungsaufgaben: Berechnen und kiirzen Sie |hr Ergebnis vollstandig.

8)

ul |
N|o

3
9) —3 =

1.5 Division zweier Briiche

Rechenregel: Man dividiert durch einen Bruch, indem mit dessen Kehrbruch multipliziert wird.

. 3 1 3 2 31
Beispiel: Zi=2.2=Z.2==
8 2 81 4 1 4
Beachte: Auch die Division durch eine ganze Zahl kann so berechnet werden:
. 3 3 3 31 1
Beispiel: —:3==-:==.-==
4 4 1 4 3 4

Ubungsaufgaben: Berechnen und kiirzen Sie |hr Ergebnis vollstandig.
7 2

10) - : - =
3 3

11)%:4=



Vermischte Ubungsaufgaben zum Themenbereich Bruchrechnen:

12) Berechnen und klrzen Sie Ihr Ergebnis vollstandig.

2 42

) 2-t-

) (1+2):3-

d) +>:3=

e 1—7:-=
BEASRACE)

13) Ordnen Sie die folgenden Briiche der GréRe nach, beginnen Sie mit dem kleinsten Wert.
13 2 5 1 7

18 ° 3 ' 6 ' 2 ' 9

14) Bestimmen Sie rechnerisch die Zahl, die auf der Zahlengeraden genau in der Mitte zwischen é

5,
und " liegt.



Losung der Ubungsaufgaben zum Themenbereich Bruchrechnen:

3 5 1 3-5+1 1
1) - ——+-= = —-
4 4 4 4 4
3 -1 2 3 7 3—(-1)+2—(3+7) 3+1+2-3-7 4 1
0 1-()+i-GD)- et S
8 8 8 8 8 8 8 2
3 16 3 13
3) 4—-=——-=—
4 4 4 4
2 1 4 1 4-1 3 1
4) -_—_ = _-—_- = — = - = -
3 6 6 6 6 6 2
7 3 1 21 36 8 21436—8 49
5 - +-——=—"+———=—""""=—
8 2 3 24 24 24 24 24
7 7-4 28
6) —-4:—:—
3 3
4 34 14 4
7) 3-—:—:—:—
9 9 3 3
4 6 46 24
8) - -=—=—
5 7 .7 35
3 4 34 11 1
9) —_—— = T e e— T — — T ——
8 9 9 2-3 6
7 2 7 3 7
10) -:-—=--—-=-
3 3 3 2 2
3 3 4 3 1 3
M)-:id=-:i-==---=—
8 8 1 8 4 32
3 4 3 12 6
123)4"—=—'—=—=—=6
2 1 2 2 1
1 1 2 1 2-1 1
12b) - —-=-—-="—="-
3 6 6 6 6 6
1 3 4 9 3 13 1 13
2o (F+2) 3= (242) 22818
3 4 12 12 1 12 3 36
1 3 1 3 1 3 1 1 1 7
12d) - +-:3 =-+4+-i-=-4+--=-F-=—+4+—=—
3 4 3 4 3 4 3 3 4 12 12 12
1 1 1 2 1T 2 1 2-1 1
2e) 1 —-:-=1—--=1—-=-—-=—="-
4 2 4 1 2 2 2 2 2
1 3 1 1 1 3 1 3 1 1 4 1 3
i dad [ heb (33 et e (D] - -
2 2 5 4 5 5 2 2 5 4 5 2 2
_1+3[2]_1 3 5 6 _ 5-6 1
T2 2 s 2 5 10 10 10 10
) 1 9 2 12 13 7 14 5
13) Hauptnenner bilden:==— ; - =— ,; — ; —=— ; —-=—
2 18 3 18 18 9 18 6
_ _ 2 5 8 25\ 2 33 1 33
14) Mittelwert bilden: (— + —) 12 = (— + —) === —
5 4 20 20/ 1 20 2 40



2. Rechnen mit Wurzeln

Definition und Beispiele:

X -9
Xl = Xz = _3
In Worten: Die Quadratwurzel aus einer reellen Zahl a = 0 (z.B. a = 9) ist diejenige nicht-
negative Zahl va (z.B. V9 = 3), die mit sich selbst multipliziert wieder a ergibt
(z.B.3-3=09).
Folgerung: Es kann keine Quadratwurzel aus einer negativen Zahl geben!

Rechenregeln: V9 -116 =916 =144 = 12

3- 4 = 12

Allgemein gilt: Va-vb=+va-b

Achtung: VoO+V16=3+4=7

VO9+16=vV25=5=%#7

Folglich: Va+tVvb#+a+h

Anwendungen:

o teilweises Radizieren (Wurzelziehen):
V2 = V&6 = VE-6 = 2V6
V32 =V16-2=V16-V2 =42

¢ Nenner rational machen:

1 _ 1 V3_ 143 _ 3

B VBB BB (B)

“|&

[SH

Az =3

16 16
- v
16 4

2

und

=l

=Ta




Vermischte Ubungsaufgaben zum Themenbereich Rechnen mit Wurzeln:

1) Berechnen Sie beide Terme und vergleichen Sie deren Ergebnisse anschliel3end.

a) V4++25 i V4+25

b) 369 ; V369
c) V64—+49 V64 — 49

2) Schreiben Sie die Terme als ganze Zahl.

a) V81 =
b) V4-V16 =

V10
c) —

V25

3) Radizieren Sie so weit wie mdglich teilweise.

a) V18 =
b) V128 =
¢) VI210 =

4) Machen Sie den Nenner rational und radizieren Sie ggf. so weit wie moglich teilweise.

a) 2=

V5

b) — —
)7\/5_

3v10

) —_—

V8

5) Vereinfachen Sie die folgenden Terme so weit wie mdglich.

a) V49 —+/225 4+ /400 =
b) 3v3 =5+ 7v/3 - 25 =
c) 5V48 +2v27 =



Losung der Ubungsaufgaben zum Themenbereich Rechnen mit Wurzeln:

1a) V4 +V25=2+5=7 * V4 + 25 =29
1b) V36-V9=6-3 =18 = V36-9 =+/324 =18

1c) V64 —V/49=8-7=1 % V64 — 49 =15

2a) VBI =99 =9
2b) V4-V16=2-4=38 alternativer Lésungsweg: V4 - V16 = V4 - 16 = V64 = 8

vio _ [0 _ [0 _ z_
20)\/7’—5—\/:5—\/;—\/1—2

3a) V18 =v9-2=9-1/2 =32
3b) V128 =V4-32=V4-4-8=V4-4-4-2=4-VE-VE-\2=2-2-2-V2=8V2

3c) V1210 = V12110 =+/121-v10 = 11V10

4 3 _3 ¥5_3V5 35

N N N N -

4b 4 _ 4 V2 a2 a2 22

)7\/5_7\/7 V2 72Nz 72 7

4 3Vi0 _ 3V10 V8 _ 3Vi08 _ 3Vi08 _ 3V2524 _ 3V445 _ 32245 _ 3V5
% -V B v s - 8 8 ~ 8 ~ 32

5a) V49 — /225 + /400 = 7 — 15 + 20 = 12
5b) 3v3 — /5 + 7v3 — 2¢/5 = 103 — 3V5
5¢) 5v48 + 2v27 =5V16 -3+ 2vV9-3 =5-4V3 +2-3v3 = 20V3 + 6v3 = 26V3




3. Rechnen mit Termen

3.1 Definition: Term

Ein Term besteht aus Zahlen und Variablen, die durch Rechenzeichen miteinander verknlpft sind.

Beispiele:
a + a + a oder kurz: 3 - a
(] W] (] ] W]
Variable Variable Variable Koeffizient Variable
—b+Vb2—-4ac
4 ; X2 ; a® — 2ab + b? ; —
a

3.2 Gleichartige und ungleichartige Terme

Terme, die sich nur in ihren Koeffizienten unterscheiden, heilRen gleichartig.
Beispiele fur gleichartige Terme:

a; 3a; 0,5a oder —3xy; 7xy oder 2b%c3; —0,1b?%c3

Beispiel fiir ungleichartige Terme:

. . 2., 3
X, Xy, X7, X'y

3.3 Zusammenfassen von Termen

Addition und Subtraktion von gleichartigen Termen

Gleichartige Terme werden addiert (bzw. subtrahiert), indem man deren Koeffizienten addiert (bzw.
subtrahiert).

Beispiele: 2a+4a=(2+4)-a=6a 9a%2 —2a%2 = (9 —2)-a? = 7a?

Achtung: Der Term 4a + 6a? I&sst sich nicht zusammenfassen!

Multiplikation von Termen
Terme werden multipliziert, indem man die Koeffizienten der Terme multipliziert und dann die Vari-
ablen multipliziert.

Beispiele: 4a-3a>=4-3-a-a%? =12a8 2-5a=5a+ 5a=10a

Vorzeichenregel:

Bei der Multiplikation (bzw. Division) zweier Zahlen oder Variablen mit gleichem Vorzeichen erhalt
man als Ergebnis ein positives Produkt (bzw. einen positiven Quotienten).

Bei der Multiplikation (bzw. Division) zweier Zahlen oder Variablen mit unterschiedlichen Vorzei-
chen erhalt man als Ergebnis ein negatives Produkt (bzw. einen negativen Quotienten).



Ubungsaufgaben zum Themenbereich Rechnen mit Termen:

Vereinfachen Sie die folgenden Terme so weit wie mdglich.

1) 7+3b—-—4+5a+b—a=

2) 5x+2x2+3x+5+2—-3x%=

3) —3x%-(=5)-(—2x) =

4) 3x?-(—-4)—-5-2x=

5) (0,3b—2b+%b) (b+4)(b2—3b+1)—2(b%—1) =

6) 2-(5a-3b)+3b-[0,25b— (~2a)] =

7 (05y-1(-z+2y)-1(y-2)y=

Losung der Ubungsaufgaben zum Themenbereich Rechnen mit Termen:

1) 7+3b—-—4+5a+b—-—a=4a+4b+3
2) 5x+2x?+3x+5+2—-3x2=—x?>+8x+7
3) —3x%-(-5)-(-2x) = —30x3
4) 3x%-(—4)—-5-2x=—-12x% —10x
5) (o,3b—2b+1—70b)(b+4)(b2—3b+1)—2(b2—1)=
= (=b)(b> —3b%?+b+4b?—12b+4) —2b%2 +2 =
= —b* + 3b® —b? —4b® + 12b* —4b —2b* + 2 =
= —b*—-b%—-9b%2 —4b+2
6) 2-(§a-3b)+3b-[0,25b—(—2a)]=3ab+3b-[o,25b+2a]=3ab+o,75b2+6ab=
= 9ab + 0,75b?
7) (O,Sy—l)(—z+§y)—§(y—2)y=—0,5y2+§'§y2+Z—§y—§y2+§y=

= —0,5yz + éyz +z— %yz = —0,5yz + z



4. Rechnen mit Klammern

4.1 Ausmultiplizieren und Zusammenfassen

Besteht bei einem Produktterm ein Faktor aus einer Summe, so wird jeder Summand mit dem Fak-
tor multipliziert, der vor (oder auch hinter) der Klammer steht:

X
Y (b+¢)=a-b+a-c (Distributivgesetz)

Besitzt der Faktor vor der Klammer ein positives Vorzeichen, so andern sich die Vorzeichen nicht,
d.h. die Glieder der Klammer behalten ihre Vorzeichen. Steht vor der Klammer ein Minuszeichen,
so andern sich die Vorzeichen aller Glieder der Klammer bei inrem Weglassen.

—a+-(b+c)=-a-b—-a-c
Beispiel 1: 3(x+3y) =3:x+3:3y =3x+ 9y
Beispiel 2: —3(x+3y) =—-3-x—3-3y=—-3x—9y
Ubungsaufgaben: Multiplizieren Sie aus und fassen Sie anschlieBend zusammen.

1) 3x(x* + 2y) — 4y(2x + 3x?%)
2) —7x(x+3y)+ 15(—2x + 3y)

Sind bei einem Produkt beide Faktoren Summen, so muss jeder Summand der ersten Klammer
mit jedem Summanden der zweiten Klammer multipliziert werden:

(@) +a-d+b-c+b-d
d - (C =a-cC a- - C .

Beispiel: (3 +3x) - (4x+4y) =3 -4x+ 3 -4y + 3x- 4x + 3x - 4y = 12x + 12y + 12x> + 12xy

Ubungsaufgaben: Multiplizieren Sie aus und fassen Sie anschlieBend zusammen.

3) (4x+2y)(3x—2y)
4) (2x+2y+3)(4— 2y + 3x)

4.2 Faktorisieren (Ausklammern)

Besitzen alle Summanden eines Summenterms einen gemeinsamen Faktor, so kann dieser Faktor
ausgeklammert werden:

a-b+a-c=a-(b+¢c¢)
Beispiel 1: tx+ty+tz=t(x+y+2z)
Beispiel 2: pr—pt+qr+qt=p(r—t)+q(r+1t)
Ubungsaufgaben: Faktorisieren Sie.

5) 10x? + 5xy — 15xz
6) u(z—v)+yz—v)
7) 3at— 5bt+ 3as — 5bs



Losung der Ubungsaufgaben zum Themenbereich Rechnen mit Klammern:

1)
2)
3)
4)
5)
6)

7)

3x3 + 6xy — 8xy — 12x%y = 3x3 — 2xy — 12x%y

—7x?% — 21xy — 30x + 45y

12x% — 8xy + 6xy — 4y? = 12x? — 2xy — 4y*

8x — 4xy + 6x% + 8y — 4y? + 6xy + 12 — 6y + 9x = 17x + 2xy + 6x% — 4y? + 2y + 12
5x(2x +y — 3z)

(z—v)(u+ty)

t(3a—5b) + s(3a—5b) = (t+ s)(3a — 5b)



5. Gleichungen

5.1 Lineare Gleichungen

Lineare Gleichungen kdnnen nach folgendem Schema gel6st werden:

1.

Um die Losungsmenge einer Gleichung zu bestimmen, formt man die Gleichung so um, dass
auf einer Seite der Gleichung nur Terme mit der gesuchten Variablen (z.B. x) stehen.

Folgende Aquivalenzumformungen sind erlaubt:

o

5.

Auf beiden Seiten die gleichen Zahlen oder Terme addieren bzw. subtrahieren.
Beide Seiten mit der gleichen Zahl oder dem gleichen Term ungleich 0 multiplizieren.
Beide Seiten durch die gleiche Zahl oder den gleichen Term ungleich 0 dividieren.

. Alle Terme ohne die Variable mithilfe von Aquivalenzumformungen auf die rechte Seite der

Gleichung bringen

Wenn nétig, ausklammern der Variable auf der linken Seite.

Dann kann man durch den Koeffizienten der Variablen dividieren und muss Uberprifen, ob die
erhaltene Zahl fiir die gesuchte Variable in der Definitionsmenge enthalten ist.

Lésungsmenge angeben.

Beispiel in 5 Losungsschritten:

1. 2x—5=7-4x |+4x
2. 6x—-5=7 | +5
3. 6x = 12 |: 6
4, x=2

5. L = {2}
Ubungsaufgaben:

1) Ldsen Sie die linearen Gleichungen und geben Sie deren Lésungsmenge an. Fir alle Glei-

2)

3)

chungen gilt: Grundmenge G = R.
a) 2x—16=11-7x

b) 5x+ 1 =8+ 5x

c) 2(x+5)—2=2x+38

d) Sx—4=4x—17 —>x

Losen Sie die Zahlenratsel, indem Sie zunachst eine lineare Gleichung aufstellen und diese
anschlieend lésen.
a) Multipliziert man eine Zahl mit —12 und subtrahiert anschliefend 16, so erhalt man —160.

b) Wenn man zur Halfte einer Zahl um 6 vergréfRert, so erhalt man das dreifache der Zahl.

Geben Sie begriundet an, wie sich die Loésung der linearen Gleichung 2x + a = 4 mit der Vari-
ablen x und der Zahl a € R verandert, wenn a vergroliert wird.



5.2 Quadratische Gleichungen

Eine allgemeine quadratische Gleichung kann durch Aquivalenzumformungen immer auf folgende
Form gebracht werden: ax® + bx + ¢ = 0, mita;b;c € R und a # 0.

Je nachdem, welche Werte die Koeffizienten b und ¢ annehmen, kénnen verschiedene Losungs-
methoden zielfiihrend angewandt werden.

1. Losen durch Ausklammern, falls ¢ = O:
Beispiel: x?>+2x=10
xx+2)=0 & x=0 V x+2=0
X =0 und x, = -2
L ={-2;0}

Hinweis: Ein Produkt ist genau dann Null, wenn einer der Faktoren Null ist.

2. Losen durch Radizieren (Wurzelziehen), falls b = 0:

Beispiel 1: 5x2 —35=10

5x% =35
x2 =7 (x?2 > 0 = zwei verschiedene Lésungen)
X1=\/7 und x2=—\/7
L = {(-V7:v7)
Beispiel 2: 6x2 =0

x2=0 (x> = 0 = eine doppelte Lésung)
X172 =0

L = {0}

Beispiel 3: 7x2+14=0

7x% = —14
x? = -2 (x? <0 = keine Lésung)
L={}

3. Losen mithilfe der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen, falls b # 0 und ¢ # 0:

—b + +/b?% — 4ac
2a

X1/2 =

Der Term unter der Wurzel, b?> — 4ac, heilt Diskriminante D und gibt an, ob die quadratische
Gleichung keine, eine oder zwei Lésungen besitzt, es gilt:

D>0 = zweiverschiedene Losungen

D=0 = eine doppelte Losung

D<0 = Kkeine Lésung



Beispiel 1: 3x*+x+6 =0
VTR

X =
1/2 2.3

D=12-4-3-6=-71<0 = keine Lésung
L={}

Beispiel 2: 2x%? —20x+ 50 =0
_ —(=20)+/(-20)2-4-2:50

X1/2 =

2:2
D=(-20)%2-4-2-50=0 = eine doppelte Lésung
+20+v/0
Xl/z = P = 5
L = {5}

Beispiel 3: —8x*+10x—2=0

—10+,/102—4+(—8)-(—-2)
2:(-8)

X1/2 =

D=10%2—-4-(-8)-(—2) =36 = zwei verschiedene Lésungen

_ -10+V36 _ -10+6 _ 1

-16 —-16 4
-10—v36 _ -10-6
-16 -16
1
L=
Ubungsaufgaben:

4) Losen Sie die quadratischen Gleichungen und geben Sie deren Lésungsmenge an. Fir alle
Gleichungen gilt: Grundmenge G = R.

a) 2x*—14=11-10x

b) 3x*-2=0

c) —x*+2x=2
d) 2x*+ 722 = 76x

5) Ldsen Sie die Zahlenratsel, indem Sie zunachst eine quadratische Gleichung aufstellen und
diese anschlieRend l6sen.

a) Multipliziert man eine Zahl mit der Halfte dieser Zahl, so erhalt man 242.

b) Das Produkt zweier aufeinanderfolgender natirlicher Zahlen ist um 55 gréRer als ihre
Summe. Geben Sie an, um welche beiden natlrlichen Zahlen es sich hierbei handelt.



Losung der Ubungsaufgaben zum Themenbereich Gleichungen:

1a) x=11 = L={11}
1b) 1 =8  falsche Aussage = L={}

1c) 0 =0 wahre Aussage = L=G=R

) x=2 = L={

2a) Gleichung: x- (=12)—16 =-160 = x=12

2b) Gleichung: %X +6 = 3x = x=—=24

3) Lo&st man die Gleichung nach x auf, so erhalt man x = 2 — % Wird nun a vergréRert, so ver-

kleinert sich der Wert von x.

4a) Gleichung: 2x* +10x—25=0 =D=72—-4-2-(-25)=300>0

_ —10+v300 _ —10+10V3 _ —5+5v3

= ~ 1,83
1 2:2 4 2 ’
-10—/300 -10-10V3 —-5-5V3
Xy = » = " = > ~ —6’83

L= T

—_ 2= _2 = |22 —(_2.2

4b) x; = \/;— 3und xz—\/;—3 =>]L—{ 3,3}

4c) —x*+2x—-2=0 =>D=22-4-(-1)-(-2)=—-4<0 =L={}
4d) 2x%2 —76x+722=0 =D=(-76)2—-4-2-722=0

_ —(-76)+V0 _ 76 _

X1/2 = —2.2 7 19
L = {19}
5a) Gleichung: x - 3x =242 =>x? =484  x, = —V484 = —22 und x, = V484 = 22

5b) Gleichung: x- (x+ 1) =x+(x+1)+55 =x>—-x—-56=0

=D=(-1)2—4-1-(=56) = 225

_ —(-1)+v225 _ 1415
- 21 T2

-(-1)-V225 _ 1-15
21 T2

=—-7¢N

Xq =8€N und x, =

Die beiden gesuchten naturlichen Zahlen sind demnach 8 und 9.



6. Lineare Funktionen

6.1 Zeichnen von Graphen linearer Funktionen

Der Graph einer linearen Funktion ist eine Gerade.

Die allgemeine Funktionsgleichung einer Geraden f lautet:

fixfxX)=m-x+t mit mjteR

Dabei ist m die Steigung der Geraden f und t der y-Achsenabschnitt.

Dabeigilt: m>0 = Die Gerade steigt.
m=0 = Die Gerade verlauft parallel zur x-Achse.
m<0 = Die Gerade fallt.

Vorgehensweise beim Zeichnen des Graphen einer linearen Funktion:

1. Einzeichnen des Schnittpunktes S, der Geraden mit der y-Achse. Fur diesen gilt Sy (0]t) und

dieser ist bereits durch den y-Achsenabschnitt t bekannt.

2. Ausgehend von diesem Punkt zeichnen Sie die Steigung m mithilfe des Steigungsdreiecks ein.
Am einfachsten ist dieses Steigungsdreieck zu zeichnen, indem m als Bruch dargestellt wird.
Der Nenner entspricht der ,Strecke” in x-Richtung, der Zahler der ,Strecke” in y-Richtung.

Beispiel:

Zeichnen Sie die Graphen der linearen Funktionen g und h mit den Gleichungen g:y = %x -1

und h:y = —x + 3 in ein kartesisches Koordinatensystem ein.

Lésung:

D)

\ Ao¥




6.2 Aufstellen von Geradengleichungen

Eine Gerade ist durch die Angabe
- von zwei verschiedenen Punkten P (x;|y;) und Q (x;,|y,) oder
- durch einen Punkt und die Steigung der Geraden

eindeutig festgelegt.

Sind zwei verschiedene Punkte einer Geraden bekannt, lasst sich

1. die Steigung m berechnen. Es gilt:

Y2 —¥1
m==-—-
X2 — X1

2. Anschlieliend berechnet man den y-Achsenabschnitt t unter Zuhilfenahme der allgemeinen
Funktionsgleichungy = m - x + t.
Die berechnete Steigung m sowie die Koordinaten eines beliebigen Punktes der Geraden wer-
den in die allgemeine Funktionsgleichung eingesetzt und anschliefend nach t aufgelost.

Beispiel:
Eine Gerade g verlauft durch die Punkte P (—3|5) und Q (1|4). Ermitteln Sie rechnerisch die Glei-
chung der Geraden g.

Lésung:

1. Berechnung der Steigung m:

4-5 1 . 5—-4 1
m = = —= alternativ: m = = —=
1-(-3) 4 —-3-1 4

Merke: Es ist beliebig, welchen der Punkte man als ersten bzw. als zweiten Punkt einsetzt.

2. Berechnung des y-Achsenabschnitts:

Die berechnete Steigung m sowie einen beliebigen Punkt (hier: Q) in die allgemeine Funktionsglei-
chungy = m - X + t einsetzen:

1 1
4=——14t & 4=——+t & t=4,25
4 4

1
= g:yz—Z-X+4,25



6.3 Graphische Bestimmung von Geradengleichungen

Zum Ablesen einer Geradengleichung aus einem Schaubild liest man zunachst den Schnittpunkt
der Geraden mit der y-Achse (y-Achsenabschnitt) ab. Beim Ablesen der Steigung m der Gera-
den wahlt man das Steigungsdreieck moglichst so, dass der Unterschied in x-Richtung (x, — x;)

und der Unterschied in y-Richtung (y, — y;) ganzzahlig sind.

Beispiel:
Geben Sie die Gleichung der gezeichneten Geraden g und h an.

A
y

+3

\ Aot

/
WQ- +3

/o

Losung:

Gerade f: Der y-Achsenabschnitt der Geraden f ist —1. Das Steigungsdreieck von f ist +2 Lan-
geneinheiten in x-Richtung und +3 Langeneinheiten in y-Richtung. Dies entspricht ei-

ner Steigung von g

3
=>f:y=§x—1

Gerade g: Der y-Achsenabschnitt der Geraden g ist —2. Das Steigungsdreieck von g ist +3 Lan-
geneinheiten in x-Richtung und —1 Langeneinheiten in y-Richtung. Dies entspricht ei-

ner Steigung von — %
1
= gy= —3X~ 2



Vermischte Ubungsaufgaben zum Themenbereich lineare Funktionen:

1) Zeichnen von Geraden:

Gegeben sind folgende Geradengleichungen. Zeichnen Sie die zugehdrigen Geraden in ein
kartesisches Koordinatensystem.

a) f:y=—%x+2 b) g:y=%x—§ c) hhy=2x—-4

2) Aufstellen von Geradengleichungen:

a) Eine Gerade f verlauft durch die Punkte A (2|]-1) und B (-3|-5). Ermitteln Sie eine Glei-
chung der Geraden f.

b) Eine Gerade g verlauft parallel zur Geraden i mit der Gleichung y = 2x — 1 und geht durch
den Punkt F (2]|1). Ermitteln Sie eine Gleichung der Geraden g.

c) Eine Gerade h verlauft senkrecht zur Geraden i mit der Gleichungy = 2x — 1 und geht
durch den Punkt F (2|1). Ermitteln Sie eine Gleichung der Geraden h.

3) Zeichnerische Bestimmung von Geradengleichungen:

Geben Sie die Gleichungen der gezeichneten Geraden an.

a) b)
Ay G‘h Ay
h
4 4
3 *J
\
—
2 9 2
A
X X
321 lofl [ 1] 23] 302 -1lof [\t | 2] 3]
-1 -1
\




Losung der Ubungsaufgaben zum Themenbereich lineare Funktionen:
1)

‘ A
T y
\T\ h |
T~ G,
~{_ 5
1 — —
\ —|
\\ X
3] 2] -1 lo] | 1 3 4.5 | 6| 7|8 ™
//
1
2
3
4
2a) f:yzfx—E

5 5
2b) gy=2x—-3

Merke: Parallele Geraden besitzen dieselbe Steigung!
2c) hiy=—-x+2

Merke: Fir die Steigungen zweier senkrecht aufeinander stehender Geraden gilt:
ml . mz = _1

3a) gy=-x+1

3b) hiy=-3x+2



7. Quadratische Funktionen

7.1 Zeichnen von Graphen quadratischer Funktionen

Der Graph einer quadratischen Funktion ist eine Parabel.

Die allgemeine Funktionsgleichung einer Parabel lautet:

fix > f(x) = ax? + bx + ¢ mit a € R\{0}; b;ceR

Dabei ist a der Formparameter der Parabel f. a gibt an, wohin die Parabel f geoffnet ist und um
welche Art der Parabel es sich handelt:

a > 0: Die Parabel ist nach oben gedffnet.

a < 0: Die Parabel ist nach unten gedffnet.

|a] = 1: Es handelt sich um eine Normalparabel.
|a] > 1: Die Parabel ist in y-Richtung gestreckt.

|a|] < 1: Die Parabel ist in y-Richtung gestaucht.

Es gibt zwei weitere Darstellungsformen der quadratischen Funktionsgleichung:

Scheitelpunktform:  f(x) = a(x — x5)? + ys mit dem Scheitelpunkt S (xg|ys)

Linearfaktorform: f(x) = a(x — x;)(x — x,) mit den Nullstellen N; (x,|0) und N, (x,]0)
(Produktform)

Um die Koordinaten des Scheitelpunktes bestimmen zu kdnnen, muss die allgemeine Form mithil-
fe der quadratischen Erganzung in die Scheitelform Uberflhrt werden.

Beispiel 1: Bestimmen Sie mithilfe der quadratischen Erganzung die Scheitelpunktform der
Funktion f mit dem Funktionsterm f(x) = x? + 4x + 1 und zeichnen Sie deren Gra-
phen G¢ anschlieend.

Losung 1:

f(x) =x?+4x+22 - 22+1= (x®2+4x+2%) —2?2+1=(x+2)?-3 = S(=2]-3)

=0 binomische Formel
\ A
\ /
2
o\ /
A N

Da der Koeffizient von x* (also der Formparameter a)
| ,1% ist, handelt es sich hier um eine nach oben
& '4\ R e /O 1 geoffnete Normalparabel.

"
\\'._‘

\ Ba8




Beispiel 2: Bestimmen Sie mithilfe der quadratischen Erganzung die Scheitelpunktform der
Funktion g mit dem Funktionsterm g(x) = —2x? + 2x + 4 und zeichnen Sie deren
Graphen G, anschlie3end.

Losung 2:

Hier ist der Formparameter a = —2, daher muss vor der quadratischen Ergéanzung zuerst —2 aus-
geklammert werden.

g(x) = -2(x*—-x—2)=-2(x*-x+0,52-0,52—-2) = -2[(x—0,5)%? — 2,25] =
= 2(x—05)2+45 = S(0,54,5)

Da der Formparameter a eine negative Zahl ist und |a| > 1 gilt, ist die Parabel nach unten geoffnet
und in y-Richtung gestreckt.

Wertetabelle:
x | -1,5 —1‘—0,5‘0‘0,5‘1‘1,5‘2‘2,5
g(x)‘ 35 | 0 ‘ 25 ‘ 4 ‘ 45 ‘ 4 ‘ 25 ‘ 0 ‘—3,5
A
y
5
4
\Cs
2
Il \\
1
| \ |
X
3] 2 Il 0 1 \ 3 4 |
-1
II \\
)
| \
-3
4
| \




7.2 Berechnung der Nullstellen

Als Nullstelle bezeichnet man den x-Wert des Schnittpunktes eines Graphen einer Funktion mit der
x-Achse. Die Koordinaten der Schnittpunkte mit der x-Achse lauten: N (xy|0).

Zur rechnerischen Bestimmung der Nullstellen einer Funktion f wird zunachst der Funktionsterm
f(x) gleich Null gesetzt und anschlieBend die erhaltene Gleichung gelost.

Ist die Parabelgleichung in allgemeiner Form f(x) = ax? + bx + ¢ gegeben bzw. die gegebene
Gleichung in diese Form umgestellt worden, kann nachdem der Funktionsterm gleich Null gesetzt
wurde, die Lésungsformel fir quadratische Gleichungen (,Mitternachtsformel“) zur Berechnung der
Nullstellen verwendet werden:

—b + +b? — 4ac
X172 = 0a

Die Diskriminante D = b? — 4ac entscheidet mit ihnrem Vorzeichen Uiber die Existenz und Anzahl
der vorhandenen Nullstellen:

—b++/b%—4ac
2a
b

D = 0: Die Parabel besitzt eine doppelte Nullstele: x,,, = ~ o

—b—+/b%—4ac

D > 0: Die Parabel besitzt zwei einfache Nullstellen: x; = >

und Xy =

D < 0: Die Parabel besitzt keine Nullstelle.

Beispiel 1:
Gegeben ist die Parabel f durch f(x) = %xz + x — 4. Berechnen Sie die Nullstellen der Parabel f.

Losung 1:

Zunachst wird der Funktionsterm f(x) gleich Null gesetzt. AnschlieRend erfolgt die Berechnung der
Nullstellen mithilfe ,Mitternachtsformel®:

1
0 & =x*?+x—-4=0

f(x) = >
1
—1i\/12—4-7-(—4) 143
X1/2= 1 = 1
2-7
—-1+3 -1-3
=X, = = Xy = = —4

= N; (2]0); N2(—4/0)

Sind die Nullstellen einer Funktion bekannt, kann der Funktionsterm in Linearfaktoren zerlegt wer-
den und die Linearfaktorform des Funktionsterms angegeben werden.

Die Linearfaktorform lautet in diesem Fall: f(x) = %(x —2)(x+4).



Beispiel 2:
Gegeben ist die Parabel p durch p(x) = —%Xz + 2x — 5. Berechnen Sie die Nullstellen der Para-

bel p.

Losung 2:

1
px)=0 < —ZX2+2X—5=0

2% [2-4-(-3) 5 4y
R

= Die Parabel p besitzt keine Nullstellen, da D = —1 < 0 gilt.

X1/2 =

Besitzt der Graph einer quadratischen Funktion keine Nullstellen, so kann der Funktionsterm auch
nicht in Linearfaktoren zerlegt und somit keine Linearfaktorform angegeben werden.

7.3 Aufstellen von Parabelgleichungen

Eine Parabel ist durch die Angabe des Scheitelpunktes S (xs|ys) und eines weiteren von S ver-
schiedenen Punktes P eindeutig festgelegt.

Beispiel:
Gesucht ist eine Funktionsgleichung der Parabel p, die den Scheitelpunkt bei S (1[4) besitzt und
durch den Punkt P (3]0) verlauft.

Losung:
1. Ansatz: Scheitelpunktform: p(x) = a(x — x5)? + ys

2. Einsetzen der Koordinaten des Scheitelpunktes: p(x) =a(x—1)2+4

3. P einsetzen und a bestimmen: 0=a(3-1)*+4
0O=4a+4
da+4=0 | — 4
da=—4 |:4
a=-1
4. Funktionsterm angeben: Scheitelpunktform: p(x) = —(x — 1)? + 4

allgemeine Form: p(x) = —x? + 2x + 3



7.4 Uberblick iiber die verschiedenen Darstellungsformen

allgemeine Form: f(x) = ax? + bx + ¢
S
_ _3 3 ”%,/ Nullstellen X1, X,
S 2a 3 % berechnen und
ys = f(xs) Q% einsetzen, falls
L diese vorhanden
¢ .
& sind.
§ —xgt |[-2
@@ X1/2 =X T T3
Nj
¥ falls — 2 > 0 gilt. 2
Scheitelpunktform: = 2 » Linearfaktorform (Produktform):
f(x) = a(x — x5)* +ys o fatxe fx) =a(x —x)(x — x2)
ST2
ys = f(xs)

Vermischte Ubungsaufgaben zum Themenbereich quadratische Funktionen:

1)

2)

3)

b)

Zeichnen der Graphen quadratischer Funktionen:
Gegeben sind folgende quadratische Funktionen. Zeichnen Sie die zugehérigen Graphen in
ein kartesisches Koordinatensystem.

a) f(x) =x*+x—3 b) g(x)=—%x2+2x—1 ¢) h(x) = 2x*> —8x+3

Berechnung der Nulistellen und Koordinaten des Scheitelpunktes
Bestimmen Sie — wenn mdglich — die Schnittpunkte der Funktionsgraphen mit der x-Achse
und die Koordinaten des Scheitelpunktes der folgenden quadratischen Funktionen:

a) f(x) = —x*—5x— 4 b) g(x)=—%x2+x—3 c) h(x)=%x2—x—§

Aufstellen von Parabelgleichungen

Bestimmen Sie die Funktionsgleichung der Parabel p, die den Scheitelpunkt bei S (3| — 2,5)
besitzt und durch den Punkt P (6]|2) verlauft, sowohl in der Scheitelpunktform als auch in der
allgemeinen Form.

Bestimmen Sie die Funktionsgleichung der Parabel g, die den Scheitelpunkt bei S (—0,5|1,5)
besitzt und durch den Punkt P (0]|1) verlauft, sowohl in der Scheitelpunktform als auch in der
allgemeinen Form.



Losung der Ubungsaufgaben zum Themenbereich quadratische Funktionen:

1)

\ ity / |

AN

A Ao¥

P
,
Ny

N
fpn !

2a) Schnittpunkte mit der x-Achse: N; (—1]0), N, (—4|0)
Scheitelpunkt S (—2,5|2,25)

2b) Schnittpunkte mit der x-Achse: keine, daD = -2 < 0
Scheitelpunkt S (2]—2)

2c) Schnittpunkte mit der x-Achse: N; (1 + 2v2|0),N, (1 — 2v2|0)

Scheitelpunkt S (1|—4)

3a) p(x) =§(x—3)2 —2,5 =%x2 —3x+2

3b) q(x) = —2(x+0,5)?+1,5=—-2x>—-2x+1



